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ОПТИМАЛЬНЕ ГРАНИЧНЕ КЕРУВАННЯ 

ПАРАМЕТРАМИ  НЕОДНОРІДНОГО БІГАРМОНІЧНОГО 

РІВНЯННЯ. ОБГРУНТУВАННЯ МЕТОДУ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧІ 

 
Розглянуто задачу знаходження оптимальної функції граничних умов неоднорід-

ного бігармонічного рівняння.  Досліджений функціонал якості  в просторі Соболєва 

та знайдена його похідна Фреше  для застосування одного з варіантів градієнтних 

методів. 

Рассмотрена задача нахождения оптимальной функции граничных условий неод-

нородного бигармонического уравнения. Исследован функционал качества в про-

странстве Соболева и найдена его производная Фреше для применения одного из ва-

риантов градиентных методов. 

Problem of boundary conditions optimal function finding for inhomogeneous biharmon-

ic equation has been considered. Cost functional in Sobolev space has been investigated and 

its Frechet derivative has been found. It was accomplished for gradient descent method 

applying. 

 

Ключові слова: бігармонічне рівняння, узагальнена функція, градієнтний 

метод, оптимальне керування 

Вступ.  Точність розв’язку лінійної крайової задачі є високою [4]. Отже, 

використавши його як базовий, можна отримати достатньо ефективний 

розв’язок відповідної нелінійної задачі.  Саме такого роду  проблема розгля-

дається далі, а саме, задача відновлення оптимальних крайових умов бігар-

монічного неоднорідного рівняння [1]. Функціонал якості досліджується на 

опуклість [2]. В основі способу розв’язування лежить один із варіантів граді-

єнтного методу [2], для його застосування знаходиться функціональна похід-

на [7]. Викладено алгоритм розв’язку поставленої задачі.  

Постановка оптимізаційної задачі. 
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),()(   s  − внутрішня нормаль, що проведена до кривої  Г, 
2R – 

область, обмежена ліпшицевим контуром Г, )(),( 2  Hyxww  – невідома 

функція, )(),( 2  Hyxf  – функція правої частини рівняння (1) задана в 

області  , )(),(),(),( 2/12/3 ΓHyxΓHyx    – функції крайових умов (2) 

задані на контурі Г, n – внутрішня нормаль в точці Γyx ),( [5]. 

Як відомо [6], фундаментальний  розв’язок рівняння (1)  є  
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Тоді  можна отримати . [6] розв’язок  задачі  (1) – (2): 
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який залежить від правої частини рівняння і функцій крайових умов. Припус-

тивши, що функції )(),( 2  Hyxf  і )(),( 2/3 ΓHyx   задані, поставимо за-

дачу знаходження )(),( 2/1 ΓHyx   і ),(),( 2 Hyxw  які надають мінімум 

функціоналу 

 

,),()~,
~

(
)~,

~
()~,

~
(

)~,
~

()~,
~

(

)~,
~

;,(
~

),;,(),,;,()~,~()~,~(ln
8

1

)),(),(()),(),,((

2

1

1
1

212

2

dxdywdΓdΓ

dn

dw

w

K

yxKyxKyxdyxfrr

dxdyyxwyxwwI

fixed

Γ

Γ

fixed


































































 





 















 (3) 

де )(),( 2 Hyxwfixed  – деяка задана функція. Коротко задача мінімізації 

записується так 
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де  Р – множина допустимих розв’язків.
 

    Похідна Фреше від функціоналу якості. Обґрунтування методу розв’язання 

задачі.  Зважаючи на складність аналітичного вигляду функціоналу якості (3), 

для подальшого дослідження доцільно представити його як суперпозицію 

трьох функцій. Це спрощує знаходження функціональної похідної та вста-

новлення опуклості функціоналу (3). Отже, нехай 
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 Головна частина приросту лінійна по h; покажемо її обмеженість  
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Диференційованість за Фреше доведено. Похідна Фреше (сильна похідна) 

має вигляд 
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В нашому випадку 
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Нерівність доведено, отже, функціонал (4) опуклий. 
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Розгляд властивостей складових функціоналу (3) завершено. Тепер може-

мо записати функціональну похідну Фреше і зробити висновок щодо 

розв’язку задачі (1) – (2), (4). 
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В [7] наведено техніку знаходження похідної Фреше у випадку 

суперпозиції функцій з використанням теореми Лагранжа. Слідуючи їй та 

використовуючи вирази (8), (9), (10), остаточно отримаємо функціонал 

 



  ,),()~,
~

(
1

0
)~,

~
;,(

~
),;,(),,;,(

)),(),((2
)),(),,((

121 dxdydΓdΓKyxKyxK

yxwyxw
wI

Γ Γ

fixed




















 













 

(11) 

який  відповідає умовам теореми  про опуклість суперпозиції функцій [2]. 

Очевидно, що цей функціонал напівнеперервний знизу. Отже, згідно теорем, 

наведених в [2], маємо наступний результат. Якщо в функціоналі (3) 

),(),( 2 Hyxw  ),(),( 2  Hyxf  )(),(),(),( 2/12/3 ΓHyxΓHyx   , то  він 

є опуклим, для нього існує похідна Фреше. На множині Р визначення 

функціоналу існує єдиний мінімум, який досягається при 

,)),(*),,(*( Pyxyxw  тобто ),,(min*)*,(
),(




wIwI
Pw 

  де ),(* yxw  розв’язок 

задачі (1) – (2) при функції ),(* yx  другої крайової умови. 

Для знаходження розв’язку задачі (1) – (2), (4) було обрано один з варіантів 

градієнтного методу. Як відомо [2], якщо 0),(   wI , то напрямок найш-

видшого спадання співпадає з напрямком антиградієнта  ),(  wI  . Саме ця 

властивість лежить в основі градієнтних методів, які мають такі переваги: 

достатньо прості в реалізації; вимоги до цільової функції не є дуже жорстки-

ми – достатньо існування похідної функціоналу; їхнє застосування доцільне у 

випадку, коли початкове наближення знаходиться далеко від точки мінімуму 

функціоналу; кроки вздовж антиградієнта дозволяють значно зменшити зна-

чення функціоналу [3]. 

Суть градієнтних методів полягає в наступному: нехай ),(0 yx  – обране 

початкове наближення. Тоді градієнтний метод полягає в побудові 

послідовності  ),( yxk  за правилом 

 ....,2,1,0,),(,
),(

)),((
),(),(1 




 kΓyx

yx

yxI
yxyx kk

kk 



        (12) 

Разом з (12) природнім чином виникає послідовність  ),( yxwk
, члени якої є 

розв’язками відповідних лінійних крайових задач (1) – (2) на кожному кроці 

ітераційного процесу. 

Висновок. Сформульована математична постановка задачі оптимального 

граничного керування для неоднорідного бігармонічного рівняння. Знайдено 

похідну Фреше від функціоналу якості. Доведено, що розв’язок поставленої 

задачі існує, єдиний і досягається на множині його визначення. 
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